2.7.8 Inverzni funkce

Predpoklady: 2104, 2108

Pedagogicka poznamkasStihnout cely obsah této hodiny za 45 minut znandactela Uprk,
ale jak mam vyzkousené, az na dotam poslednihofjkladu je to zvladnutelné.

Pedagogicka poznamka¥VétSina riklada v této hodig (az na posledni dva) slouzi spiSe
k dokumentovani vykladu, proto ani ja vSechna zadéay nepromitam nebo
zadam jina.
Co znamena slovo ,inverzni“?
Néco jako ,obracena“. (Nagklad inverze u p&asi znamend, Ze ve vysSich polohach je vyssi
teplota. Normalni stav je obraceny.)

Co bude znamenat inverzni ,obracena” funkce?

Pr. 1. Je dana funkce = 2x+1. Napis tabulku hodnot této funkce pré& podnot
promennéx (xO{-20;- 3;0;1;10 ) a nakresli jeji graf.

X -20 -3 0 1 10
y -39 5 1 3 21
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Jaky je vyznam funkce?
Funkce y = f (x) je piredpis, jak z jednohogisla vyrobit jing, tak aby kazdémux

nalezelo maximalr jednoy (pozadavek jednozn#nosti).
Schéma pifazovani:



Inverzni (obracena) funkcey = f'l(x) je funkce s obracenym srérem Sipek. Tedy:
H(fY) D(fY)

= prohodil se vyznamx ay, D(f) a H(f).
Plati: D(f*)=H(f), H(f")=D(f).
Pedagogickd poznamka#¥i praci s inverznimi funkcemi jeitezité neustaleadét, ktera

funkce je @vodni a ktera je inverzni. Proto je v celé hedifsledre pouzivana
modra barva progwodni funkce a&ervena pro funkci inverzni.

Pr. 2: Nakresli tabulku hodnot inverzni funkce, které odpaji tabulce hodnotiwodni
funkce z pikladu 1.
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y -20 -3 0 1 10




Pr. 3: Do predchoziho obrazku s grafem funkge= 2x + 1 dokresli graf inverzni funkce a
vyzna do rgj dvojice odpovidajicich si badptivodni a inverzni funkce.

.5

Které body na obrazku jsou sp&ie pro graf pvodni i inverzni funkce?
Oba grafy maji spotay jediny bod[-1;-1].

Proz je bod[-1;-1] spolé&ny pro oba grafy?
Ma ol soudadnice stejné, jejich prohozeni se neprojevi.
= Stejreé se budou chovat vSechny body ranre y = X.

Jaky je geometricky vztah mezi@ha grafy?
Oba grafy jsou soun&rné podle osy

[-3;-5]

Existuji funkce, které jsou inverzni samy se sebou?
Jsou to takové funkce, jejichz graf je sauny podle osyy = x. Nagiklad y = x nebo

1
y==.
X

PF. 4. Najdi predpis inverzni funkce k funkoy = 2x+1.

- Z grafu je Zejme, Ze inverzni funkce je linearni. Hledaniedpis:y = ax+b. Pro d¥
' neznamé pdebujeme d¥ rovnice.



' Vybereme si tedy sdadnice 2 boi (viz tabulka), nap:[1;0| | 3;] a dosadime dotpdpisu
O=al+b

y=ax+b = soustava. .
: 1=alB+b

Po odeéteni rovnic:1=2a—= a=£.
i . . . 1 1
. Dosadime do prvni rovnice=all+b= O=§ 1+b:b:—§.

' Inverzni funkce maigdpis: y = g —% :

Pedagogicka poznamkaPokud je trochdas, miZzete chvilku podiskutovat o tom, které
body budou pro vyptet koeficient linearni funkce nejvhodisi. Pokud je naopak
¢asu malo, mizete gedchozi piklad preskait a rovnou ukit predpis prohozenim
neznamych v f@dpisu.

Jak najit pedpis inverzni funkce rychleji?
Inverzni funkce vznikne obracenim Sipek, tedy pe#mdmx ay = prohodimex ay i
v predpisu funkce:
* Pavodni funkce:y =2x+1.
* Prohodimexsy. x=2y+1.
* Potebujeme tvary = = musime upravovatk—1= 2y
1

X
e \ysledek:y=—-=.
y y 5 5

Ziskali jsme stejny vysledek jako pomoci dosazodangedpisu linearni funkce.

Predpis inverzni funkce ziskame prohozenim ay v predpisu piavodni funkce a Upravou
natvar y=.

Ma funkcey = g —% inverzni funkci?

UzZ ji zndme, jde ofvodni funkciy = 2x+1, vSechno pdebné jsme uz vypdtali.

Inverze je vzajemny vztah dvou funkci. Je-li druh&unkce inverzni k prvni, je i prvni
inverzni k druhé.

Ma kazda funkce funkci inverzni?
Musime bd’ dokazat, Ze ano, nebo najit funkci, kterd nemarian funkci.

PF. 5. Zkus najit funkci, ktera nema funkci inverzni.

- Konstantni funkcey =1 nema funkci inverzni.

X 0 1 2

y 1 1 1

- Funkce k ni inverzni by & tabulku:



X 1 1 1 Toto neni funkce. K jednomux nalezi vicey.
y 0 1 5 = Konstrukce inverzni funkce zkrachuje u kazdé fankc
! ktera k jednomuy prifazuje fiznax (po prohozenk ay

bychom jednomw piifazovali izndy a to uz by nebyla funkce}> inverzni funkci
muzeme nalézt pouze pro prosté funkce.

PF. 6: Najdi dalSi funkce, které nemaji funkci inverzni.

Ly =[xy = atd.

- Zda se, ze zadna sudéa funkce nema funkci inverzni.

- Je jiste, Ze pokud funkce obsahuje davzajem opmma riznacisla, musi mit tatoisla stejnée
' hodnoty (kwili sudosti), ale pak netize existovat funkce inverzni.

- Suda funkce vSak tize mit i jediny prvek v defidhim oboru <islo 0 (plati0 = -0), pak

 k takové funkci mizeme najit i funkci inverzni (néiilad funkceD (f)={0}, f (0)=1je

- suda a existuje k ni i funkce inverzni).

' Musime proto ¥tu upravit: Zadna suda funkce, jejiz defmiobor obsahuje vice nez jedno
- &islo, nema funkci inverzni.

Pedagogicka poznamkaPokud rkdo v gredchozim fikladu @ijde s tvrzenim, Ze Zadna
suda funkce nema funkci inverzni, nechte ho nagitiptiklad.

Pr. 7. Rozhodni, zda plati, Ze vSechny liché funkce mak€i inverzni.

- Neplati. Na obrazku je funkce, ktera je licha, rad@i prosta a tak nema funkci inverzni.

Pedagogicka poznamka:e zajimavé, Ze skoro vzdy se najdledo, kdo poté, co se
shodneme, Ze sudé funkce nemaji funkce inverzhidna liché funkce jako
jistotu, ke které inverzni funkci najdeme. Malolsly rekomu podé najit lichou
funkci, ktera neni prosta.

Ted’ uz jsme objevili vSechno, iieme to pehledré shrnout.

Prokazdou prostoufunkci y = f (x) mizeme sestrojit prohozenixmy inverzni
funkei y = *(x).



Inverze je vzajemny vztah: funkcg= f’l(x) je inverzni k funkciy = f (x) a
funkce y = f (x) je inverzni k funkciy = f *(x).

Plati: D(f*)=H(f), H(f*)=D(f).

Grafy navzgjem inverznich funkci jsou sairé podle imky y = x.

Predpis inverzni funkce ziskdme prohozeniay v predpisu @ivodni funkce a
Gpravou na tvaly =.

Pr. 8: Najdi inverzni funkci k funkciyzg—l. Do jednoho obrazku sestroj jeji graf i graf

funkce yzg—l ,najdiD(f) aH(f) pro ok funkce a zkontroluj, zda plati
vztahy pro obory inverznich funkci.

. Hledame pedpis inverzni funkce:

Prohodimex ay: y:§—1:> x:%—l
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- Z obrazku je ¥ejmé, ze grafy jsou soummné podle pimky

' Pro funkciyzg—l plat: D(f)=R, H(f)=R

Pro funkciy = 3x + 3 plati: D(f‘l): R, H (f‘l) =R.

Vztahy: D(f‘l):H(f) aH (f‘l):D(f) plati.

Pedagogicka poznamka:Je nutné fedchozi piklad fesit. Cast studerit totiz pa-adre
nezaregistruje, Ze je mozné hled&dpisy inverznich funkci zamou

proménnych a opt ji hledaji jako linearni funkci pomoci dvou hodsnazim se je
ohlidat.



Pr. 9: Najdi inverzni funkci k funkciy:£+1. Do jednoho obrazku sestroj jeji graf i graf
X

funkce y=1+1 ,najdiD(f) aH(f) pro ok funkce a zkontroluj, zda plati
X

vztahy pro obory inverznich funkci.

. Hledame pedpis inverzni funkce:

' Prohodimexay: y “Liox=ta
' X y

x—1=1

2 obrazku je #ejmé, Ze grafy jsou souwrmé podle pimky
Pro funkeiy = Z+1 plati: D() =R-{0}, H(f)=R~{1}

. X

E . 1 ] _ i

Pro funkeiy =—— plat D(f7)=R-{1}, H(f*)=R-{0}.
Vztahy: D(f)=H(f) aH(f*)=D(f) plati.

Pi. 10: Petakova:

strana 33/cwieni 89 a) b) e)
strana 33/cwieni 90 a) b) d) e)

Shrnuti: Pokud je funkce prosta a prohodimess8ipek v jejim pedpisu, ziskame funkci
inverzni.



